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1 . は じめに

自然科学で対象とする様々な物理現象, 例えば, 弾性変形, 熱伝導, 物質輸送, 強制/自然対

流, などを記述する数学モデルは一般に偏微分方程式で表される。工学上の実際の問題を解析

するためには, 非常に複雑な境界条件, 初期条件のもとでこれらの偏微分方程式を解く必要が

あり, 過去に多 くの近似解法が開発されてきた。有限要素法 (F E M :二inite ttiCm cnt M ethod)

はそうした近似解法のひとつである。1950年代にその起源となる解法が米国の航空機設計技術

者らによって開発され, 1960年代後半からは収束性や誤差に関する数学的バックグラウンドが

補強されることにより, 汎用的な近似解法として適用範囲が大きな広が りを見せた。現在では

構造に限らず, 熱流体, 電磁場, 音場など工学上のさまざまな問題に適用されるようになって

いる。言うまでもないが, 有限要素法が計算力学における有力なツールとして普及した背景に

は計算機環境のめざましい発展がある。

多くの近似解法がそうであるように, 有限要素法も, 求めるべき解を未定係数を含む関数展

開の形に仮定し, それが微分方程式を満足するように未定係数を定めることで近似解を求めて

いる。未定係数を定めるために最終的に解 くべき式は, 数十万～数百万元の大規模な連立 1次

方程式となる。ここでは, 有限要素法はどのような考え方に基づいて近似を行い, どのように

未定係数を定めるための式 (一般に 「岡」性方程式」と呼ばれる) を導出するのか, また, なぜ

それが汎用的な解法となるのか, などについて, 1 次元の簡単な例題を用いて説明する。

重み付 き残差法 と変分法[1][2 ]

微分方程式 と汎関数

物理現象の多 くの問題を解析する際に, 考えている対象の系を記述する微分方程式から解を

定めるアプローチと, 系のある積分量 (汎関数) を最小 (場合によっては停留) にするような

関数を求めるアプローチがある。前者の例 としては 「重み付き残差法」が挙げられる。重み付

き残差法は, 微分方程式の残差が解析領域内でできるだけ多 くの重み関数 と直交するように,

すなわち, 微分方程式の残差と重み関数 との内積がゼロとなるように近似解が求められる。重

み関数は解析者が与えるもので, 既知の関数であるc どのような重み関数をもってきても微分

方程式の残差 との内積がゼロになるようであれば, それは微分方程式の残差がゼロであること

を意味するぅ したがって解が求められる。後者は変分原理のことであ り, 変分原理を利用でき

る例 としては弾性問題が拳げられる。弾性問題は, 3 種類の偏微分方程式 (つ りあい方程式,

ひずみ_変位関係式, 応カーひずみ関係式) と 2 種類の境界条件 (幾何学的境界条件, 力学的境界

条件) によって記述 されるが, これら微分方程式 と境界条件はそのままの形では扱わずに, 仮



想仕事の原理 もしくは最小ポテンシャルエネルギの原理 といった汎関数の最小化によって近似

解が求め られる。

注意 しなければならないのは, 問題によってはこの汎関数を必ず しも構築できるとは限らな

いことである。ttlえば, ス ト
ークス問題では汎関数が存在するが, ナヴイェス ト

ークス方程式

に対応する汎関数は存在 しない。

ここで, 上のどちらのアプローチを選択するかということと, 有限要素法を適用するという

ことは, 言葉の上では実は別の問題であること注意 しなければならない。例えば, 有限要素法

と差分法との違いは, 解析領域や未知変数をどのように離散化するかの違いを指 している。重

み付 き残差法に基づいて差分法を適用 してもよいし, 変分法に基づいて差分法を適用 してもよ

いわけである。流れの問題に有限要素法を適用する場合には重み付き残差法を利用するのが一

般的であ り, 次節においては, 重み付 き残差法について簡単な例題を用いて説明する。なお,

そこでは有限要素法の概念はまだ導入されていないことに注意されたい。

問題の設定

例題 として, 以下のような 1 次元問題を考える。

微分方程式 :

号:争一T=0 , 0≦斉≦1

境界条件 :

(2 )  T = 0   (工= 0 )

( 斉
= 1 )

この問題の舷密解は簡単に求めることができ, 次式で与えられる。
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2 8 3  重み付き残差法

F の近似解 ダを以下に示すような関数展開の形に仮定する。

(5) テ=Σ晦(メ)ろ
β=1

ここで, A/β,恥チ
はそれぞれ既知関数, 未定係数であり, 714 は項数である。N β

は試行関数あ

るいは形状関数, 基底関数などと呼ばれる。未定係数 7私
を定めることによって近似解 P が

求まることになる。

さて, ここでは式(2) の境界条件を満足するように試行関数を選ぶことにしよう。すなわち,

(6) 晦(0)= 0 , β= 1,2)
…ツ

これにより, 考慮すべ き残 りの条件は, 式(1) の微分方程式 と式(3) の境界条件 となる。なお,

式(3) も同時に満足するような試行関数を選ぶこともできるが, その場合, 選択の範囲が狭 くな

ることになる。式(3) の境界条件については, 以下に述べるように, 式(1) の微分方程式に対す

るのと同様, 重み付 き残差法の近似を適用 してしまう。

重み付き残差法では, 解析領域内(0 ≦ガ≦1)および境界上(労= 1)における残差の三み付き

積分がゼロとなるようにする。領域内および境界上においてそれぞれ〃 個の重み関数

w 暑 ,w 冴 (α
= 1)2 ,
中 `
,舟イ) を定義 し, 残差の重み付 き積分 を考える。

式(7) はか″個の式からなり, 未知数は アに含まれる〃 個の未定係数である。式(7) は, 領城内

(0 ≦I ≦1)の残差と境界上 (労= 1)の残差を重み付けをして和をとり, それがゼロとなるよう

にしたものである。重み関数、′ッ? ,w 冴
の選び方は任意であるため,
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とし, さらに, 式(7) を部分積分することによって次式を得る。

式(9) では微分次数が下がつたため, 試行関数Ⅳβ
に要求される微分可能性の制約が緩められた

ことになる。また, 式(8) のようにおいた理由は後で述べる。

重み関数の選び方によって, 重み付き残差法はさらに, 部分領域法, 選点法, ガラーキン法,

モーメント法などに分類される。ここではこれらの中で最もよく用いられるガラーキンとにつ

いて説明する。

ガラーキン法では, 重み関数としてr の近似に用いたのと同じ試行関数を用いる。すなわち,

式(9)にw旨=Ⅳαを代入して,

式(6) を考慮 して整理すると,

ここで, 式(3) に関する 『 の微係数についての境界積分項が消え, 演算量が減つたことに注意

されたい。このことは2 次元, 3 次元踏]題においてより効果的となる。さらに, もし式(3) の右

辺がゼロの場合には, 何 もしなくても自然に境界条件が満足されることになる。このような性
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質から, 式(3) は自然境界条件と呼ばれる。これに対 し, 式(2) は基本境界条件と呼ばれる。

式(11) に式(5) を代入 して次式を得る。

(12) 【"ろ=元

こ こで

(14) 元= 義 (1)

である。式(12) がガラ
ーキン法を用いたときの, 最終的に解 くべき未定係数争

についての〃

元連立 1 次方程式である。【り
は対称行列となっていることに注意されたい。

次に, 適当な試行関数を用いて実際に近似解を求める。式(2) の基本境界条件を満足する試行

関数として,

(15) 晦(→=メ
β , β= L2,…Ⅲ〃

を用いることにしよう。試行関数は3 項で打ち切ることとし(rtr=3), 式(15) を式(13),(14)に代

入して計算すると, 式(12) は次のようになる。
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これを解いて,

(17)  拓= 0.6505 , 孔= -0,01288 , 名= 0.1240

すなわち, ガラーキン法による近似解

(18)  テ= 0ム6505メー0.01288労
2+ 0.1240ズ3

が得られる。これを厳密解の式(4) と比較 した結果を表 1 に示す。

表 1  ガラーキン法と巌密解 との比較

x     ガラーキン法   厳密解

0 、2      0 ,1 3 0 5 8     0 .1 3 0 4 8

0 .4      0 .2 6 6 0 7     0 Ⅲ2 6 6 1 9

0 .6      0 .4 1 2 4 4     0 .4 1 2 5 9

0 .8      0 .5 7 5 6 3     0 5 7 5 5 4

1 .0      0 .7 6 1 5 9     0 ,7 6 1 5 9

3 コ有限要素法 [2-6 ]

3 . 1  局所的 な試行関数 ・要素 ' 節点

重み付き残差法あるいは変分法いずれを用いるにせよ, 式(5) の形に近似解を仮定した。そこ

では, 特に意識することなしに, 試行関数の定義域は領域全体とされていた。例えば, 式(15)

の試行関数ズβの定義域は0 ≦メ≦1 である。



しか しなが ら, 問題が 2 次元, 3 次元の場合で, 領域が四角形や直方体などのような単純な

形状ではな く,
一般的な複雑形状の場合, 領域全体で定義 された試行関数をい くつも準備する

ことは容易ではない。また, 求めるべ きパラメ
ータ
恥チ
は特に明瞭な物理的意味をもたず, 文字

通 り単なる未定係数である。有限要素法では, 以下に述べるように, 局所的な領域でのみ値を

もつ ように試行関数を定めることによってこの問題を解決する。そしてこれがまさに, 有限要

素法が複雑形状を容易に取 り扱 うことがで きる理由である。なお, 有限要素法では, 試行関数

よりも形状関数と呼ぶ場合が多いため, 以下においては形状関数 という言葉を用いることにす

る。

例題として再び式(1)～(3) を取 り上げる。まず, 領域 0 ≦χ≦1 を 「要素 (elem cnt) 」と呼

ばれる部分領域に分割する。ここでは図 ] に示すように3 要素に等分害」する。要素には要素番

号がつけられる。次に, 各要素ごとに 「節点 (nOdc) 」 と呼ばれる点をいくつか定義する。節

点の置き方はいろいろ考えられるが, 図 1 の例では, 要素の両端に節点を置き, 飾点は隣り合

う要素によって共有されている。節点にも節点番号がつけられるが, 節点番号には, 領域全体

を通 しての番号である全体節点番号と, 各要素内における局所的な番号である局所節点番号の

2 種類がある。要素番号―飾点番号の関係は次のような配列によって予めテ
ーブル化されている。

N O P (i〕e ) i 全体飾点番号 e  i 要素番号 i t局所飾点番号

この配列 を参照すれば, 要素e に含まれる飾点の節点番号を知ることができる。

1
 要素 1 

2
 要素 2  

3
 要素 3 

4

克= 0 労 = 1

図 1 要素分割

有限要素法においても解は式(5)

飾点について定義する。すなわち,

の形を仮定するわけであるが, 形状関数および未定係数は生

(19) Nβろ β:全体節点番号
“デ
打
〓
一Ｔ

そして, 飾点β についての形状関数 N β
は, 節点β において 1 , その他の節点でゼロの値をと



り, しかも, 局所的に定義されている (節点βを含む要素上においてのみゼロでない値をもつ)

ように選ぶ。ピラミッド型の関数を用いた夕Jを図2 に示す。形状関数がその節点において1 の

値をとり, 局所的に定義されていることから, 未定係数峰チ
は 「節点βにおけるT の値」とい

う物理的意味を有することがわかる。図2 の関数形を具体的に書き下すと以下のようになる。

(20 ) 晦
=

0

(】
―メβ_1)//1

(メβキ|
一I )/ん

0

(メ≦斉βl)

(メβ_1
≦メ≦工

β)

(Iβ
≦工≦メ

βキ|)

(メβ.1
≦打)

ここで, んは要素幅, 斉βl 'メβ■1 は節点座標である。
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―

〕

▼

図 2  形状関数



では, 図3 に示すように, ある要素に注目して形状関数の形を見てみよう。形状関数が局所

的に定義されていることからも, その要素上でゼロでない値をもつ形状関数は, 要素に含まれ

る2 個の節点についての形状関数のみである。要素両端の飾点番号をα,うとすると, それら2 個

の形状関数は以下のように表すことができる。

例1批耳
刊

こ こで

とおいた。

の よ

こでの例では, 領域は 3 要素,

うになる。

L亀|

【12 【い

4 2 4 3

亀2 名3

毛2 【43

(22)  r = (メ
ーメβ)//7 (メa ≦メ≦ズゎ)

ここで, 同J性マ トリックスの成分

についてそれらの寄与の和をとる

(0 ≦r≦1)

(式(13)) 【αβ

ものとする。

N α Ⅳぅ

図 3  要素形状関数

4 飾点に分害」されているので, 式(12) の岡J性方程式はり、下
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(24 )

とPV,

要素 1 要素 2 要素 3

形状関数の局所性に注意すると, 要素 1 については飾点 1 と節点 2 についての形状関数, 要

素 2 については飾点 2 と節点 3 についての形状関数, 要素 3 については飾点 3 と節点 4 につい

ての形状関数, についてのみ考慮すればよいことが容易にわかる。従つて, 式(23) を各要素か

らの寄与に分けて書き直すと, 次式のようになる。
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ここで, 上付 き( )内の数年は, 寄与 している要素番号を表す。

3 . 2  要素岡1性 マ トリックス

式(25) の同」性マ トリックスを見ると, どの要素からの寄与分についても, 非ゼロ成分は 2 ×

2 の小行列

(2 6)

っていることがわかる。ここで, α,あは要素両端の飾点番号である。式(26) は要素剛性マ

ックス呼ばれる。例えば, 成分たβbは式(21) を用いて次式より計算することができる。
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ここで, Ω
では要素の領域を表す。

式(27) は, 以下のように, 式(22) で定義された要素内の局所座標系r において計算する。

Ⅳa ,N ぅの形 (式(2 1)) や積分領域 (0 ≦r≦1)はどの要素でも共通であるため, 要素岡」性マ

リックスの計算はサブルーチン化できることに注意されたい。

本例題の要素岡」性マ トリックスは次式のように容易に求めることができる。

(2 9)

一般に, 2 次元, 3 次元の問題では, 要素岡1性マ トリックスの積分が上のように解析的に計

算できないため, 数値積分が用いられる。

全体岡l性 マ トリックス

式(25) のように各要素の寄与を加え合わせた岡‖性マ トリックスを全体剛性マ トリックスと言

う。要素岡J性マ トリウクスを全体岡」性マ トリックスに加え込んでゆくには, 要素剛性マ トリッ

クスの各成分が全体剛性マ トリックスのどの位置に対応するのかを知る必要がある。そのため

には, 前に説明したテーブルN O P を参照すればよい。

右辺ベクトルについても, 岡1性マ トリックスと同様, 各要素からの寄与を加え込むことによ

り全体右辺ベクトルが組み立てられる。本例題での右辺ベクトルは, I = 1 における自然境界

条件の寄与として/4
= Ⅳ4 (1) を考慮すればよい。

以上の手順で得 られる全体岡‖性方程式を以下に示す。
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さて, 形状関数を式(2 1) (あるいは式(22)) のように選んだ際, メ= 0 における基本境界条件

を考慮しなかった。すなわち, 式(21) の形状関数は, 式(19) があらかじめ斉= 0 における基本

境界条件を満足するようには選ばれていない。次節で述べるように, これについては, 式(30)

の運立ユ次方程式を解く際に考慮する。

3 8 4  基本境界条件

式(23) に T l
= r (ァ は既知量) という基本境界条件を考慮するためには以下のような手順

をとる。 まず, 岡1性マ トリックスにおいて対応する対
‐
角成分に 1 , その対角成分を含む行およ

び列のその他すべての成分に 0 を代入する。次に, 右辺ベク トルにおいて対応する成分に境界

条件の値 を代入 し, その他の成分からは既知である名の寄与を差 し引 く。すなわち, 式(23) を

以下のように修正する。

1  0    0

0 亀2 亀3

° 亀2 名3

° rf42 馬S

この式を解けば, 名
= r を満足するような解が得 られるのは容易にわかる。基本境界条件が他

にもある場合には同様の手続 きを繰 り返せばよい。式(30) で式(2) を考慮すると次式を得る。

l

0

(32)

3 . 5  岡」性方程式の解法
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式(32) を解けば負行点量 物
が求められる。

大規模な疎行列 となる。このような岡‖性マ ト

一般に, 有限要素法において岡‖性マ ト1ブックスは

リックスの特徴や計算機資源に応じて最適な連立



1 次方程式の解法 (ソルバ) を選ぶ必要がある。

連立 1 次方程式の解法には大 きく分けて, 直接法 と反復法がある。直接法は有限回の決まっ

た演算回数で解を求めることがで きる。 しか しなが ら, マ トリックスの成分 を記憶するために

大 きな記憶容量を必要とする。直接法には, ガウスの消去法, 分解法などがある。また, 非ゼ

ロ成分の配置など行列の構造に着 目して効率化を図る手法として, バ ン ドマ トリックス法, ス

カイライン法, サブス トラクチヤ法, ウェーブフロン ト法などがある。
一方, 反復法はある規

則 に従って繰 り返 し解を修正 しなが ら収束解を求める方法であ り, 直接法に比べて記憶容量が

少な くて済むが, 計算時間は
一般に遅い。反復法にはヤコビ法, S O R 法 , 共役勾配法などがあ

る。

有限要素法による解

式(32) にん= 1/ 3 を代入し, ガウスの消去法を用いて解いた結果を以下に示す。両式からは

ほとんど一致した解が得られ, 有効数字4 桁までを示すと,

(33)  打圭o.oooO , こ= 0・2193 , 名= 0.4634 , 名= 0.7600

一方 , 舷密解は式(4 ) より,

(34) 写= 0.0 , こ= 0・2200 , 名= 0・4648 , 名= 0.7616

となる。

ここで, 式(3) の 自然境界条件について検討を加えておこう。基本境界条件は連立 ユ次方程式

を解 く際に (ソルバの数値誤差は別 として) 厳密に満足 させた。これに対 し, 2 章で も述べた

ように, 自然境界条件は近似的に満足されているに過 ぎない。 どの程度の精度で満足 されてい

るかを臥下 に示す。

式(19) より労= 1 における微係数の値を求める。 メ= 1 においては, 節点 3 および飾点 4 の

形状関数のみを考慮すればよく,

∞ 空 三
Σ
坐
ろ
= 空
今与:
坐名十三空生里坐孔ギ

十
静
柳

が得 られる。満足すべき境界条件の値は 1 であり, かなり誤差を含んでいると言えるが, 要素

分割を細か くすることにより1 に近づ くものと期待される。
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